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Résumé 

Le résultat principal de cet article est que les courants définis par Levin dans [L] permettent 
de décrire le polylogarithme d'un schéma abélien au niveau topologique. Ce résultat avait 
été conjecturé par Levin. On en déduit une méthode pour déterminer explicitement les 
classes d'Eisenstein des schémas abéliens au niveau topologique. Ces classes ont un intérêt 
particulier car, d'après Kings (cf. jKij ) . elles ont une origine motivique. Dans [B], on utilise 
le résultat principal de cet article (Corollaire 14. 7p pour démontrer que les classes d'Eisen- 
stein des schémas abéliens d'Hilbert-Blumenthal dégénèrent au bord de la compactification 
de Baily-Borel de la base en une valeur spéciale de fonction L associée au corps de nombres 
totalement réel sous-jacent. On en déduit, dans ce cadre géométrique, un résultat de non 
annulation pour certaines classes d'Eisenstein. 



Abstract 

The main resuit of this article is the fact that the currents defined by Levin in [L] give a 
description of the polylogarithm of an abelian scheme at the topological level. This resuit 
had been conjectured by Levin. This provides a method to explicit the Eisenstein classes 
of an abelian scheme at the topological level. Thèse classes are of spécial interest since 
they have a motivic origin by a theorem of Kings ( [Ki] ) . In [B], we use the main resuit 
of this article (Corollaire 14. 7p to prove that the Eisenstein classes of the universal abelian 
scheme over an Hilbert-Blumenthal variety degenerate at the boundary of the Baily-Borel 
compactification of the base in a spécial value of an L-function associated to the underlying 
totally real number field. As a corollary, we get a non vanishing resuit for some of thèse 
Eisenstein classes in this géométrie situation. 
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1 Introduction 



Le poly logarithme de P^\{0, 1, 00} peut être décrit explicitement par une matrice dans laquelle 
apparaissent les logarithmes supérieurs (les fonctions Li/^). On peut, grâce à cette description, 
démontrer que les classes d'Eisenstein (construites à partir du polylogarithme et d'une racine de 
l'unité) sont liées aux valeurs spéciales de la fonction C de Riemann. De plus, elles sont d'origine 
motivique et engendrent l'image du régulateur. 

Beilinson et Levin ont défini et décrit le polylogarithme d'une famille de courbes elliptiques 
|BL| . Pour des courbes elliptiques CM obtenues en tirant par point CM la famille de courbes 
elliptiques universelle, les classes d'Eisenstein (construites à partir du polylogarithme et d'une 
section de torsion) sont d'origine motivique et fournissent un système de générateurs de l'image 
du régulateur (cf. [Wl V-4]). 

Pour une famille de variétés abéliennes, la définition du polylogarithme se déduit directement de 
la thèse de Wildeshaus pA^. Par analogie avec les deux situations géométriques précédentes, étant 
donné un schéma abélien de dimension relative supérieure à 2, on considère les questions suivantes : 

(Qi) Peut-on décrire explicitement le polylogarithme? 

{Q2) Les classes d'Eisenstein (construites à partir du polylogarithme et d'une 
section de torsion) sont-elles d'origine motivique? 

{Q3) Les classes d'Eisenstein sont-elles liées à des valeurs spéciales de fonc- 
tions L ? 

{Q4,) Les classes d'Eisenstein engendrent-elles l'image du régulateur ? 

Dans [KiJ, Kings démontre l'origine motivique des classes d'Eisenstein d'un schéma abélien. 

Dans [Lj, Levin associe à un schéma abélien polarisé des courants (nommés courants polyloga- 
rithmiques). Le résultat principal de cet article (Corollaire 14. 7p est que ces derniers permettent de 
décrire le polylogarithmique d'un schéma abélien (au niveau topologique). Ceci avait été conjec- 
turé par Levin. On répond ainsi par l'affirmative à la question {Qi). 

Dans [B], on spécialise la situation aux schémas abéliens d'Hilbert-Blumenthal et on utilise ce 
résultat de façon essentielle pour démontrer que les classes d'Eisenstein dégénèrent au bord de la 
compactification de Baily-Borel de la base en une valeur spéciale de fonction L associée au corps 
de nombres totalement réel sous-jacent et en déduire que certaines sont non nulles. Ainsi, dans 
cette situation géométrique particulière, on répond à la question {Q3) par l'affirmative et on fait 
un premier pas dans l'étude de la question {Q4). 

On présente maintenant le contenu de cet article. 

Dans la section 2, on a rassemblé quelques définitions et propriétés concernant les courants. 
On introduit notamment le complexe des courants à valeurs dans un fibré vectoriel plat, objet qui 
intervient dans la formulation de notre résultat principal. 

Dans la partie suivante, on donne deux définitions du logarithme d'un schéma abélien ; l'une issue 
du travail de Wildeshaus (cf. [W]), basée sur le théorème de Hain-Zucker, l'autre due à Kings 
(cf. jKij ) . et on les compare. On décrit ensuite le pro-système local sous-jacent au logarithme 
précédemment défini à l'aide du pro-fibré vectoriel plat construit par Levin (cf. Part 2]) et on 
énonce les propriétés du logarithme, e.g. le résultat du calcul de ses images directes supérieures. 
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Dans la partie 4, on rappelle la définition du poly logarithme d'un schéma abélien. Celle-ci fait in- 
tervenir de façon essentielle un morphisme résidu. Le polylogarithme est une extension de modules 
de Hodge mixtes qui est rigide, i.e. qui est caractérisée par l'extension sous-jacente au niveau to- 
pologique. On démontre qu'il suffit de résoudre une certaine équation différentielle pour expliciter 
cette dernière extension (Théorème 14.5p . Enfin, les courants de Levin satisfaisant cette équation 
différentielle, on en déduit le résultat principal de ce travail (Corollaire 14.7p . 
Dans la dernière section, on explique comment on peut en déduire une méthode pour expliciter, 
au niveau topologique, les classes d'Eisenstein d'un schéma abélien dont on rappelle auparavant 
la définition. 

Remerciements 

Ce travail est issu de ma thèse de doctorat dirigée par Jorg Wildeshaus. Je tiens à le remercier 
pour m'avoir proposé ce sujet ainsi que pour les discussions que nous avons partagées. 
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que j'ai eus avec Vincent Maillot et José L Burgos à propos de la notion de courant dans le cadre 
algébrique, ainsi que les remarques du rapporteur m'ont permis d'en simplifier la démonstration. 
Je les remercie tous trois. 

Je remercie également Andrey Levin qui, d'une part a remarqué que l'argument invoqué dans 
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Notations et convention 

Soient X un schéma de type fini, séparé et lisse sur C, f : Y ^ Z un morphisme entre schémas 
de type fini, séparés et lisses sur C et IK € {Q, C}. On note 



X l'ensemble X{C) muni de la topologie transcendante, 

/ l'application continue de Y vers Z induite par /, 

X^ la variété différentielle C°*^-réelle associée à X, 

f°° l'application lisse de Y°^ vers Z°° induite par /, 

JFk(X) la catégorie des faisceaux en K-vectoriels sur X, 

D^{X) la sous-catégorie pleine de D^J^q{X) ayant pour objets les complexes 

dont la cohomologie est algébriquement constructible, 
SHM la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes admissibles polarisables, 

VSHM{X) la catégorie des Q-variations de structures de Hodge mixtes admissibles 

(cf. |Kaj ) polarisables sur X, 
V le (pro-)système local sous-jacent à V pour V G Ob{{pro-)VSHM{X)), 

MHM{X) la catégorie des Q-modules de Hodge algébriques mixtes sur X (cf. [S]). 



Par construction, MHM{X) est muni d'un foncteur rat de MHM{X) vers Perv{X), le 
coeur de la t-structure perverse autoduale sur D'^{X), qui est fidèle et exact. Celui-ci induit 
un foncteur de D^MHM{X) vers D^Perv{X) qui composé avec le foncteur real de Beilinson 
(cf. [BBD]) fournit un foncteur d'oubh For: D^MHM{X) D^{X). On dispose également d'un 
foncteur lx- V SHM{X) — > MHM{X) qui est exact, pleinement fidèle et grâce auquel on iden- 
tifie VSHM{X) à une sous-catégorie pleine de MHM{X). Le foncteur For associe à un objet 
de VSHM{X) le système local sous-jacent décalé. Dans ce texte, on fait la convention suivante : 



3 



l'image d'un objet de VSHM{X) sous For est son système local sous-jacent concentré en degré 
0, i.e. on ne tient pas compte du décalage. 

On fixe i une racine carrée de —1 dans C pour la suite. Ce choix détermine une orientation ca- 
nonique des variétés différentielles réelles associées aux schémas de type fini, séparés et lisses sur C. 

Soit S un schéma de type fini, séparé, connexe et lisse sur C et soit : 

tt: S un schéma abélien de section unité e et de dimension relative pure d, 

n := {R^TT^qy, objet pur de poids -1 de VSHM{S), 

j : U ^ A l'immersion ouverte complémentaire de e, 

TTu :=7roj. 



2 Courants 

2.1 Courants sur une variété différentielle 

Soit X une variété différentielle de dimension pure n. 
Notations 2.1 — Soit p ^ N, < p < n. On note : 

Ox le faisceau des fonctions différentielles sur X à valeurs dans C, 

le faisceau des p-formes différentielles complexes de X, 
^Xc faisceau des p-formes différentielles complexes à supports compacts de X. 

On munit de la topologie donnée par [D, 17.2]. Pour K C X compact, l'espace des 

p-formes différentielles complexes sur X è support dans K, noté Q,^{X, K), hérite de la topologie 
induite, qui en fait un espace de Préchet. 

Définition 2.2 — Un p-courant sur X est une forme linéaire 

T : Çll'^iX) C 

dont la restriction à chacun des ilT) (K d X compact) est continue. On note ^^(X) 

l'espace des p-courants sur X. 

On munit AF^ {X) de la topologie faible qui est induite par les semi-normes 

TeA\{X)^\T{a)\ 

pour a G ^^c^^^ ^'^•^D- 

Soient U,V deux ouverts de X, [/ C V, et K C U un compact de K. On a une application 
naturelle ^{U, K) Çl^ ^(V, K) (prolongement par sur V\U). On en déduit une application 
de restriction 

res^ : A^ ■■= -KiV) ^ =•■ 
On définit ainsi un préfaisceau sur X noté A^. Ce préfaisceau est un faisceau (cf. [D, 17.4.2]). 

Soient g G N tels que p + q < n. On a un accouplement canonique : 

V'p,? • ^ ^ Ax 

T(g)LO ^ T{loA-) 

En particulier, définit une structure de Ox-module sur Ax- 
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2.2 Courants sur une variété différentielle orientée 

Supposons que X est orientée. Soient U d X ouvert et p G N, < p < n. On dispose alors de 
l'intégrale 

Ju 

grâce à laquelle, k rj & r2^(C/), on associe un p-courant sur U noté défini par : 

T, : ^ C . 

L'association rj G $7^(?7) i-^ G ^^(^7) donne un monomorphisme de faisceaux noté Intp. Dans 
la suite, on notera simplement r] le courant T^. Les p-courants sur X qui viennent d'une p-forme 
différentielle sur X, via Intp{X), sont appelés courants lisses. 

2.3 Courant associé à une sous-vairiété fermée orientée 

Soit i :Y ^ X une immersion fermée. On suppose que Y est orientée et on note m sa dimension 
supposée pure. Alors, l'application 

définit un (n — m)-courant que l'on note 5y. 

2.4 Différentiation des courants 

Soit T un p-courant sur X. On définit la différentielle de T, notée dT, comme étant le {p + 1)- 
courant défini par : 

dT{uj) = {-lf+'^T{du) 

pour UJ G î^xT ^("^)- -'^'^ facteur (— 1)^"'"^ est ajouté pour que la différentiation des courants soit 
compatible avec celle des formes différentielles. En effet, avec la précédente définition, si X est 
orientée, on a : 

d o Intp{r)) = Intp+i o d{i]) 

pour 77 G Çl^{X). 

Lemme 2.3 — Soient p,qGN,0<p<n — 1, 0<q<p + l. Soient T un p-courant sur X et 
UJ G Alors on a : 

1. dod{T) = 0. 

2. dtjjp^q{T 0UJ) = ilJp+i,q{dT + {-1)P lljp,q+l{T (g) du). 

Démonstration — La première égalité se déduit de la propriété d o d{r]) = pour tout rj G 
Q^^~^{X). Pour prouver la deuxième, on considère rj G Ci^^~'^^^{X) et on effectue le calcul 
suivant pour conclure. 

diljp,q{T ^ uj){r]) = {-l)P+i+^ T{uj A dri) 

= {-1)P+^ T{d{uj AT]) -duj Aï]) 

= dT(uj AT]) + {-l)P+^T{duj Aï]) 

= iJp+i,q{dT uj)irj) + {-1)P iJp,q+i{T du;) (77). 

□ 
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2.5 Courants à valeurs dans un fibre vectoriel 

Soient E un fibre vectoriel complexe de rang N au-dessus de X et p € N, < p < n. 

Définition 2.4 — Le faisceau des p-courants sur X à valeurs dans E est 

A^^{E) :=^^0o^ E. 

Comme A^{E) est un Ox-module, le faisceau A^{E) est fin. Dans le cas oii la variété est 
orientée, on a un monomorphisme de faisceaux 

Intp O Idiî : n^x(^) ^x(^)- 

Un p-courant sur X à valeurs dans E est dit lisse s'il provient, via Intp ^ Me, d'une p-forme 
différentielle sur X à valeurs dans E. 

2.6 Notion de convergence 

On cherche à définir une notion de convergence pour les courants à valeurs dans un fibré 
vectoriel. 

2.6.1 Cas où le fibré est trivial 

Si E est le fibré trivial de rang sur X, alors on a la décomposition 

relativement à la base canonique de notée (ei, ..,e7v) et on a une notion naturelle de conver- 
gence sur T{X,A^^{E)). En effet, soit {Ti:)k>o une suite d'éléments de T{X, A^^{E)) et T G 
T{X, A^x(^))- Pour tout A; > 0, on écrit 

n= Y. Uei 

l<i<N 

la décomposition de T^, relativement à la base canonique de C^. On décompose de même T, 

T= Y. re,. 

l<î<Ar 

Définition 2.5 — Dans cette situation, on dit que {Tk)k>o tend vers T dans T{X,A^{E)) et on 
écrit Tk — > T si pour tout (wi, ..,u)n) G {^^xc^^))^ 

(r,Ha;i),..,T,^M) ^ (ri(a;i),..,r^(u;^)) dansC^. 

k^oo 

La notion de convergence de la Définition 12.51 est invariante par automorphisme, comme on le 
vérifie ci-dessous. Soit ip : E ^ E un automorphisme de fibré vectoriel donné relativement à la 
base canonique de C^, par 

X GLn{C) 

X 1-^ {fij{x))l<iJ<N 

OÙ (fij £ OxiX). Alors, if induit un isomorphisme 
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qu 



'on explicite. Si T = T^Si, alors 



l<i<N 



Id(S)^*{T) = 5Z T'^^jiCj 

l<i<N l<j<N 
l<i<N l<j<N 

= E f E ^.^^^ 



De cette formule, on déduit le 



Lemme 2.6 — Etant donnés {Tig)k>o une suite d'éléments de T{X, A^{E)) etT £ T{X, A^{E)), 
on a l'équivalence : 

Tk ^ T ^ Id®^*{Tk) ^ Id^^*{T). 

fc— >oo fc— »oo 

La notion de convergence de la Définition 12.51 est locale. En efi'et, on a le 

Lemme 2.7 — Soient {Tk)k>o une suite d'éléments de T{X, A^iE)) et T Çi T{X,AP^{E)), soit 
(Ui)i^i un recouvrement ouvert de X. On a : 

Démonstration — L'implication =^ est triviale. Pour démontrer l'autre, il suffit d'utiliser une 
partition de l'unité adaptée au recouvrement (Ui)i^i. □ 

2.6.2 Cas général 

Définition 2.8 — Soit E un fibré vectoriel complexe de rang N sur X. Une famille (Ui,ipi)içi 
où 

a) {Ui)i^i est un recouvrement ouvert de X, 

h) pour tout i Çi I , (pi est un isomorphisme de fibrés vectoriels, 

U, X Eu, 

pri 

est appelée famille de trivialisations locales de E. 
On étend la Définition 12.51 comme suit. 



Définition 2.9 — Si E est un fibré vectoriel complexe de rang N sur X , si {Tk)k>o 6st une suite 
d'éléments de r{X,A^xi^)) et T £ r(X,^^(S)), on dit que 

{Tk)k>o tend vers T dans r{X, A^{E)) 

si et seulement si, il existe une famille de trivialisations locales de E (Ui, (pi)i£i telle que pour tout 
i G /, 

Id®^*{res^.{Tk)) Id^^*{res^{T)) dansT{Ui,Al.iUixC^)) 



au sens de la Définition \2. 
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Remarque 2.10 — Les Lemmes \2.6\ et 2.7 assurent que cette définition est compatible avec la 
définition \2.5\ et que, lorsque la condition de convergence vaut pour une famille de trivialisations 
locales, elle vaut pour toutes. 



2.7 Complexe des courants associé à un fibre vectoriel plat 



Soit E un fibre vectoriel complexe de rang au-dessus de X muni d'une connexion plate 
V : E ^ n\ E. On note 0E,V) le complexe de de Rham de {E, V). 

Soit S/'P: A^x®E^ (^EV unique morphisme de faisceaux de Ox-modules caractérisé par 
la condition suivante. Pour tout U ouvert simplement connexe de X, T E T{U, A^), s G T{U,E) 
avec 

V(s) = ^ (g) Si 

OÙ uJi G T{U, n\) et Si G r{U, E) pour tout i dans l'ensemble d'indices Ig ■ 

V'P(r 0s) = dT®s + (-l)P ^i,p{T UJi) ® Si. 

ieh 

On peut vérifier que ce morphisme est bien Ox-linéaire en chacune des deux composantes au 
moyen du 2. du lemme [231 

Lemme 2.11 - Pour p eN, <p <n-l, V'p+^ o V'^ = 0. 

Démonstration — L'assertion est de nature locale. On peut donc supposer que E est le fibré 
trivial de rang et que V est la connexion de Gaufi-Manin. Il suffit en fait de considérer le cas 
= 1. Mais alors, l'assertion résulte du 1. du lemme [2T3l □ 



Définition 2.12 



Le complexe des courants sur X à valeurs dans E est le complexe 



l...^O^AS,{E)^-.A],{E)^-.A'x{E) 

deg. deg. 1 deg. 2 

On suppose maintenant que X est orientée. 
Proposition 2.13 — Le morphisme de complexes 



A^AE)^0 

deg. n 



0- 



n%{E)^n],{E) 



IntQ®Id 



0- 



.A\{E)^A\{E) 



Inti^Id 



Intnfmd 

A^^iE) , 



est un quasi-isomorphisme. 



Démonstration — L'assertion est de nature locale. Il suffit de prouver le résultat pour X une 
boule ouverte de M" et E = X x ^ X le fibré trivial au-dessus de X muni de la connexion 
de Gauss-Manin VcM- On se ramène alors au cas = 1. Pour la preuve du résultat dans cette 
situation, on renvoie à [GH, p. 382]. 

□ 



Corollaire 2.14 - 

^Ker{y) 



La suite 

Into^Id 



'A'^^{E)^A],{E) 



■A3,{E) -0 



est une suite exacte longue. 
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3 Le logarithme d'un schéma abéUen 

3.1 Définition issue de la thèse de Wildeshaus |W| 
3.1.1 Cas absolu 

Notation 3.1 — On désigne par VSHMU{A) la sous- catégorie pleine de VSHM(A) dont les 
objets sont les variations unipotentes, i.e. qui admettent une filtration dont les gradués sont des 
variations constantes. 

On suppose dans cette partie que S = Spec(C) et on fixe a E ^(C). La Q-algèbre Q[7ri(^, a)] 
est munie d'une augmentation canonique e: Q[tti{A, a)] —s- Q dont on note Oa le noyau. 

La théorie des intégrales itérées de Chen permet de munir chacun des Q[7ri(A, a)]/o" de Q- 
structures de Hodges mixtes canoniques pour n S N*. De plus, les morphismes de projection 

prn,m: Q[vri(X,a;)]/a" ^ Qki(X, x)]/a™, m,n G N*, m < n 

sont des morphismes de Q-structures de Hodge. On dispose ainsi d'une pro-Q-structure de Hodge 
mixte sur le pro-Q-vectoriel 

Q[7ri(Âo)]":=lim Q[7ri(Â, a)]K, 

n>l 

OÙ les morphismes de transitions de la limite projective sont les projections pr„,m, qui est telle que : 

a) le morphisme de structure de Q-algèbre , Q Q[Ki{A,a)] est sous-jacent à un mor- 
phisme de pro-structures de Hodge mixtes 1 : Q(0) Q[tti{A, a)] , 

b) la multiplication dans Q[7ri(^, a)] est un morphisme de la catégorie pio-SHM , 

c) pour V G Ob(ySHMU (A)), la représentation de monodromie iri{A, a) End(Va) induit 
un morphisme de la catégorie pio-SHM pa : Q[7ri(^, a)] — > End(Va). 

On peut alors rappeler l'énoncé du théorème de Hain-Zucker. 
Théorème 3.2 [HZ, Thm 1.6] — Le fondeur 

VSHMU{A) 



V G Oh{SHM) muni d'un morphisme de pro-SHM 
Q[^i(Â a)]"^End(F) 



V ^ (Va,Pa) 

est une équivalence de catégories. 

Définition 3.3 — On applique ce théorème à Q[7ri(^,a)] muni de la représentation donnée par 
la multiplication. On obtient un objet de pro-V S H MU [A) , le logarithme de A que Von note CogA,a 
ou simplement Coga lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la variété abélienne considérée. 

Le logarithme est en outre caractérisé par la propriété universelle suivante. 

Théorème 3.4 — Le Joncteur 

VSHMU{A) Ah 

Y ^ Hom5iïM(Q(0),Va) 

est pro-représenté par Coga, ^.e. on a une bijection naturelle : 

Rom.pro-VSHMU{A)i^Oga,Y) Rom.SHM{Q{0),Ya) , ip^ ^PaOl. 
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Cet énoncé est équivalent au théorème de Hain-Zucker. Le pro-système local sous-jacent à 
CogA,a est lui aussi caractérisé par une propriété universelle. 



Théorème 3.5 — Le fondeur 



^-systèmes locaux sur A admettant 
J'q{^) 5 I une filtration dont les gradués 1 — > Q-vect 

sont des faisceaux constants 



pleine 



est pro-représenté par Coga, i-e. on a un bijection naturelle : 

Homp„_^^(^) (£05ra, V) ^ Va , if^ifail)- 



3.1.2 Cas relatif 

Notation 3.6 — Soit VSHMU{A, vr) la sous- catégorie pleine de VSHM{A) dont les objets sont 
les variations unipotentes relativement à tt, i.e. qui admettent une filtration dont les gradués sont 
dans Vimage de vr* : VSHM{S) VSHM{A). 

Soit s G >S'(C) et a := e{s) G A(C). D'après le théorème de Ehresmann, vf est une fibration 
localement triviale et donc on a la suite exacte scindée suivante : 

^ 

1 ^TTl{As,a) ^ TTl{A, a) TTl{S , s) ^1 . 

On définit une action de '7Ti{A, a) = iri^As, a) x 7ri(S', s) sur Q[7ri(^s, a)] en faisant agir TTi{As,a) 
par multiplication à gauche et 7ri(S, s) par conjugaison. On a ainsi construit un pro-système 
local de Q-vectoriels sur A que l'on note V. On vérifie que la fibre en s' G S{C) de V s'identifie 
canoniquement à Cog^ ,,e(s')- ^iiisi, fibre à fibre, V est muni d'une filtration par le poids et d'une 
filtration de Hodge d'après la cas absolu précédemment traité. 

Théorème 3.7 [W, I-Thm 3.3] — Le pro-système local Y muni de ces deux filtrations définies 
fibre à fibre définit un objet de pro-VSHMU{A,-K). 

Définition 3.8 — L'objet de pro-VSHMU{A,Tr) du théorème précédent est appelé logarithme de 
A/S et est noté jCogji/s,s ou simplement Cogs lorsqu'il n'y a pas de confusion possible quant au 
schéma abélien que l'on considère. 

On a un morphisme de variations de Q-structures de Hodge sur S canonique, 1 : Q(0) — > e*Cogs 
qui est induit par la structure de Q-algèbre de Q[7ri(^s,a)] . On caractérise maintenant Cogs et 
Cogs par les propriétés suivantes qui sont des versions relatives des Théorèmes 13.41 et 13.51 

Théorème 3.9 |W1 I-Thm 3.5] — La transformation naturelle entre foncteurs de VSHMU{A, vr) 
vers VSHM{S) : 

7r^ Hom (CoQs, •) — e* 

if ^ e*((^)(l) 

est un isomorphisme de foncteurs. 
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Théorème 3.10 \W\ I-Thm 3.5] — La transformation naturelle entre fondeurs de la catégorie 
^-systèmes locaux sur A admettant une filtration dont les 



gradués sont des pullbacks par vr de systèmes locaux sur S J pleine "^'^^^■^ 
vers la catégorie des Q-systèmes locaux sur S : 



n^Hgm{£ogs, ■) e* 

ip ^ (ë»(î) 



est un isomorphisme de foncteurs. 



Soit s' G 5(C). Tout chemin allant de s' à s induit un isomorphisme de pro- variations Cogg' 
Cogs . La propriété universelle du logarithme implique que cet isomorphisme est en fait indépendant 
du choix de chemin. Ainsi, on note simplement Cog l'objet Cogs- On pourra également noter le 
logarithme Cog^^/g lorsque l'on voudra préciser le schéma abélien. 

3.2 Comparaison avec la définition du logarithme due à Kings [Kî] 

Soient s € S{C) et a := e(s). On note le noyau de l'augmentation : Q[7ri(74s, a)] Q. On 
a une suite exacte de Q-vectoriels munie d'un scindage canonique : 

(S) a,/a2 Q[7ri(^, a)]/aj ^ Q . 

dans laquelle e^^'^ (resp. 1^^^) est l'augmentation (resp. le morphisme de structure de Q-algèbre) 
de Q['iïi{As,a)]/a'^. On munit chacun des termes de cette suite d'une action de 7ri{A,a) = 
7ri{As,a) XI 7ri(5,s). Le groupe TTi{A,a) agit trivialement sur Q. Sur Ql^iÇAg, a)]/a^ et a^/a^, 
Tri{As,a) agit par multiplication et 7ri(S', s) agit par conjugaison. On remarque que ■Ki{As,a) agit 
trivialement sur Os/o^. On vérifie alors que (S) est une suite exacte de 7ri(^, a)-modules (non 
scindée si d > 1), que l'on considère comme une suite exacte de Q-systèmes locaux sur A. 

On va maintenant installer des filtrations sur ces sytèmes locaux. Pour tout s' G S{C), on 
applique le foncteur «restriction à As'» à (S). Le résultat est une suite exacte de ■Ki{As',e{s'))- 
modules canoniquement isomorphe à : 

^ as' /al ^ q[TTi(Âs',e{s'))]/al ^ Q ^ 0. 

Chacun de ces systèmes locaux est sous-jacent à une variation de structures de Hodge sur As'. 
En effet, sur Q[7ri(^s', e(s'))]/a^, les filtrations proviennent de la théorie des intégrales itérées 
de Chen (voir la partie et l'augmentation Q[tti{As' , e{s'))]/aj., — > Q est sous-jacente à un 

morphisme de variations de structures de Hodge de but la variation triviale Q(0). Les filtrations 
sur a^'/a^/ sont celles induites par celles de Q[7ri{As' , e{s'))]/a^, . En fait, as'/a^, est la variation 
constante sur As' associée à Hi {As' , Q) . 

Ainsi, sur chacune des fibres de If, on dispose de filtrations pour les trois systèmes locaux. Il 
existe trois variations de Q-structure de Hodge admissibles sur A dont les systèmes locaux sous- 
jacents et les filtrations fibre à fibre coïncident avec les données précédentes. 



11 



a) On note (abusivement) o^/a^ le système local sur B associé à as/a^ muni de l'action de 
iTi{S,s) par multiplication. L'isomorphisme canonique a^/a^ — > Hi{As,Q) fournit un iso- 
morphisme de sytèmes locaux sur S entre as/a^ et (iî^vr^KQ)^. On rappelle que H désigne la 
variation de structures de Hodge pures de poids —1 (iî^vr^Q)^. On équipe le Q-système local 
tts/Og sur A de la structure de Q-variations de 71*71 {TTi{As,a) agit trivialement sur o^/a^). 

b) Pour Q[7ri{As, a)]/a^, on est dans la situation d'une variation sur un espace de chemins (cf. 
[HZ] et la construction de Cog [Wj I-Thm 3.3]). Les filtrations définies précédemment fibre 
à fibre définissent donc une Q-variation admissible sur A notée Cog^^^ ou simplement CoQs 
lorsque le schéma abélien est implicite, et on munit le Q-système local Q[7ri(^s, a)]/a^ sur A 
de cette structure. 

c) Pour Q, on choisit Q(0). 

Les morphismes figurant dans la suite exacte (S) respectent les filtrations, d'où une suite exacte 
dans VSHM{A) : 

(S') ^ T^*H Cog^P Q(0) ^ 0. 

On remarque que, puisque Homy5j:/^/(-^)(Q(0), vr*?^) = 0, en raison des poids, le terme médian 
d'une suite exacte courte représentant un élément de Exty^j|^jyj^^^(Q(0), vr*?-^) dans la description 
des Ext-groupes de Yoneda est bien défini à isomorphisme unique près. On notera ainsi également 
Cogl la classe dans Exty^j:^^^(-^-j(Q(0), 7r*7^) de la suite exacte (S')- 

On cherche maintenant à caractériser Cogi^^ dans le groupe d'extensions Exty^j|^j^^^^^(Q(0), 7r*7^). 
La suite spectrale de Leray de la composition RHomj;^j|^jyj(_5)(Q(0), •) o vr* appliquée à 7r*7^ donne 
la suite exacte courte scindée : 

^ e* 

^^t\,HMiS) iQiO),n) H^RRomMHM(A) (Q(0), vr*7^) 



HomMHM(S)mO), H^7r,TT*n) 0. 

En effet pour des raisons de poids, Ext^j:^^^gj(Q(0), "H) = 0. D'autre part H^tt^tï*TL = T-i^Hy 
(formule de projection) et donc, par dualité, 

HomMHM{s){Q{0), H^Tr*T^*'H) = HomMHM{S){T~(-,'H) = Endy5HAf(s)(^)- 

De plus, le foncteur exact et pleinement fidèle canonique is '■ VSHM{S) MHM[S) induit 
un isomorphisme entre Exty^j|^^^|-^-j(Q(0), W) et Ext]y^j:^^(_ç^(Q(0), 7Y). C'est une conséquence de 
la remarque suivant le Théorème 3.27 de [S|. De façon analogue, le foncteur la'- V SHM{A) 
MHM{A) induit un isomorphisme entre Ext^^^^(^)(Q(0), 7^*?^) et Ext]^^j:^^^(^)(Q(0), vr*^). La 
suite exacte précédente se réécrit donc comme suit : 

. E^t\,sHM(smo),n) ^ Exti.^^^,.^. (Q(0), vr*^) 



a 

Endy5//M(5) {Ti) ^ 0. 

Proposition 3.11 — L'extension Cogi^^ vérifie e*Cogi^^ = et dCog^p = Id-j-c. 
Démonstration — 



12 



a) On considère la suite exacte (S) comme suite exacte de vr(S', s)-modules. On remarque que 
le morphisme li^^ est tt{S, s)-équivariant. Ainsi, fournit un scindage de la suite exacte 
ë*(S) au niveau des Q-systèmes locaux. Pour démontrer que e*Cogi^^ = est nul, il suffit 
donc de voir que li^^ respecte les filtrations ce qui peut se vérifier fibre à fibre. Si s' G S{C), 



le choix d'un chemin de s' à s fournit une identification de Cog^^ et Cog)!,' . Aussi suffit-il 

de montrer que 1^^^ respecte les filtrations de la fibre en s. En utilisant la fonctorialité des 
constructions précédentes, cette assertion est conséquence du fait que le morphisme 

1: Q(0) ^Q[7r(ÂI,e(s))]^ 

est un morphisme dans la catégorie SHM (cf. partie . 

b) Pour démontrer que dCogi^^ = Id-j^, il suffit de prouver cette identité fibre à fibre. Comme 
en a), on réduit ainsi l'étude au cas oii A est une variété abélienne. 
Dans ce cas £og^^^ correspond à la suite exacte 

^ o/a^ ^ Q[7ri(Â,e)]/a2 ^ Q(0) ^ 0, 

oii a est le noyau de l'augmentation e: Q[7ri(^, e)] Q. Le morphisme dCog^^^ se déduit par 
dualité d'un morphisme de bord 5 apparaissant dans la suite exacte longue de cohomologie 
associée au triangle distingué 7r*7r*o/o^ 7r*Q[7ri(^, e)]/o^ i 



^ 7r*7r*o/o2[l] 
ifi7r*^*a/a2 ^ ... 



On souhaite donc démontrer que For{6) coïncide avec Id„/u2 via l'identification 



Homrr 



, if^7r^,7r*o/o"') = HomQ_vect(a/a', a/a 



La compatibilité, via le foncteur For, entre les formalismes des six foncteurs au niveau 
des modules de Hodges d'une part, et au niveau topologique d'autre part, implique que 
For{S) apparaît dans la suite exacte longue de cohomologie associée au triangle distingué 
RlT^a/a^ iÎ7f*Q[7ri(:4, e)]/a'^ i2vf,(Q) ^ RTr^{a/a^)[l] : 



For{5) 



Comme A est un tore, c'est un K{T,1). On peut donc utiliser la cohomologie du groupe 
7ri(^,e) pour calculer For(6) . Ce dernier est présent dans la suite exacte longue de co- 
homologie associée à la suite exacte courte de représentations de Tri{A,e) — > a/a^ — > 
Q[^i(Âe)]/a2 ^Q^O : 



2\7ri(A,e) 



For{S) 



0^a/a^^(Q[^i(A,e)]/a^) 
Pour calculer For{ô), on introduit le diagramme suivant : 



■H\7ri{A,e),a/a^) 



I 2 ' 

a/a'^ ^ 



L2{a/v?)^L2{ 



[vri(A,e)]/a2 
;7ri(Ae)]/a2)-^L3 



i7ri(Ae)]/o2)— L2 



d"0 
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dans lequel Li{V) (i € N, y Q- vectoriel) désigne l'ensemble des applications du produit 
TTi{A, eY dans V (muni de la structure de Q- vectoriel évidente) et oir les morphismes verticaux 
sont les différentielles usuelles. On se donne de plus un isomorphisme de groupes abéliens 
TTi{Â,e) ~ Z^"^ et on identifie Q[Tri(A,e)] à Q[Xi, .., X2d, , .., X~J]. On vérifie alors que 
le morphisme suivant est un isomorphisme de groupes abéliens. 

7: 7ri(A,e) a/a^, (ni,. . . ,n2d) ^ ni{Xi - 1) H ^ n2d{X2d - 1) 

On a : 

H\TTi(Â,e),a/a'^) = Ker(d'i)/lm(d'0) _ 

= Hom2_Mod(''i"i(^) e), o/a^) (7ri(A, e) agit tivialement sur o/a^) 

~ Hom2-Mod(ci/ci^> û/fl^) (via l'isomorphisme 7) 

(*) 

et pour tout x G Q, For{6){x) € H^{7ri{A, e), 0/0^) est donné par la classe dans H^{iti{A, e), a/ 
de l'élément (bien défini) l^;^ (f ((^)~^ (x) G Ker(d'i). 

En raison de la Q-linéarité, il suffit de montrer que For{ô){l) coïncide avec /dn/u2 via l'iden- 
tification (*). Or un calcul élémentaire montre que (P (e(^))^^ (1) est l'isomorphisme 
7- 

□ 

On note que les deux propriétés précédentes caractérisent l'extension/la Q- variation Cogi^\ 
D'autre part, Cogi^^ est équipé d'un morphisme canonique ei^^ : Cog^P —>■ Q(0) dans la catégorie 
VSHM{A) et d'un morphisme : Q(0) ^ e*Cogi^^ dans VSHM{S) . Comme on 1' a remarque 
précédemment, le couple {Cog^s\é~P) est rigide et par suite ne dépend pas du choix de s. On 
s'autorisera donc à noter simplement (>Cog^^\ e*^^-*) le couple {Cog^s\e^P). 

Notations 3.12 - 

Cog'<^^ := SywP- Cog^^\ pour n G N, 

Cn{x) l'application de Syrrf' V vers SymT''^ V, qui associe à [f 1 (8> • • • Vn] l'élément 

pour n G N*, où V est une Q-représentation de dimension finie de TTi{A,a) et 
X ■ V ^ Q une forme linéaire tti{A, a) -invariante. 

On considère le pro-objet de VSHM(A) lim Cog^^^ dont les morphismes de transition sont 
donnés au niveau des Q-systèmes locaux par les c„(e(i)), n > 0. 

Remarque 3.13 — Dans JKif . Kings définit le logarithme du schéma abélien A/ S comme étant 
lim Cog^^-l 

n>0 

On démontre maintenant que lim Cog^"^ est isomorphe à Cog défini dans la partie 13.1.21 Pour 
tout n > 1, soit li"'* : Q(0) — > e*Cogi"^ le morphisme induit par : 
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(g) ir : (g) Q(0) ^ e*Cogr ■ 
On applique alors le Théorème 13.91 pour associer à li"^ , pour n S N, le morphisme 99 i"'* 



Puisque pour tout n > 1, Cn{£^^'^) o li"^ = li" ^\ ((pi"'^] définit un morphisme dans pro- 
VSHM{A) 

ifs : Cog lim Cog^"'\ 
Proposition 3.14 — Le morphisme ips est un isomorphisme. 

Démonstration — Il suffit de prouver que ps induit un morphisme sur chacune des fibres. Par fonc- 
torialité de la construction de (ps, on réduit l'assertion au cas 011 A est une variété abélienne. Dans 
ce cas, on supprime l'indice s dans les notations. Il est suffisant de prouver que Tp : Q[7ri(^, e)] — > 
lim Sym"'(Q[7ri(^, e)]/o^) est un isomorphisme de Q-vectoriels, oia a désigne le noyau de l'aug- 

mentation de Q[7ri(^, e)]. On fixe un isomorphisme tti{A, e) ~ Z^"'. Celui-ci détermine un isomor- 
phisme Q[7ri(yl, e)] ~ Q[Xi, X^^ , ..,X2d, ^-zdl- n £ N. Puisque Cog^^^ est (n -|- l)-unipotente 
(sa filtration par le poids a (n + l)-gradués non triviaux qui sont des variations constantes), le 
morphisme (^^"^ se factorise donc à travers la projection Q[tti{A, e)] — > Q[7ri(^, e)]/a"'~'~^. L'action 
de 7ri(A, e) sur Q[tti{A, e)]/a? étant donnée par la multiplication, on en déduit que p^^^ est donné 
par la composition : 



Q[7ri(A,e)] ^ Q[7ri(A e)]/o"+^ "-^ Sym"(Q[7ri(A e)]/a^) 

xi\.xz' ^ [[Xl\.Xl-,^]0..®[[Xl\.Xl^^ 

On remarque que ^/'*^'') = Mq. On considère le diagramme commutatif suivant : 



^ a"+Vo"+2 ^ Q[vri(A, e)]/o"+2 ^ Q[tti{A, e)]/a"+^ 







^ Sym"+i(a/a2) Sym"+i(Q[7ri(.4, e)]/a'^) — ^Sym"(Q[^i]/a2 



011 le morphisme in+i est induit par l'inclusion 0/0^ C Q[7ri(A, e)]/a^. On prouve maintenant que 
^("■+1) isomorphisme. La famille 

est une base de a"+-'^/a"+^. Pour tout (zi, ..,î2d) ^ N^'^ / ii + .. + i2d = n + 1, on a 

- iy\.{X2d - ly^']) = [è[x, - 1] .. 0[X2, - 1]]. 

Or {[Xi — 1], .., [X^d — 1]} est une famille libre de Q[ki{A, e)] / . Donc ip'^"'^^^ est injective. On 

conclut à la bijectivité à l'aide des dimensions. À l'aide d'une récurrence, on déduit donc que les 
ip"' sont des isomorphismes. 

□ 
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3.3 Le pro-système local sous-jacent au logarithme 



Dans cette partie on décrit le pro-système local de M-vectoriels Cog^ à l'aide d'un pro-fibré 
vectoriel à connexion intégrable sur A°° en utilisant la construction de Levin (cf. [LI Part 2]). 

3.3.1 Le fibré tangent d'une famille de tores réels 

Soit B une variété différentielle. 

Définition 3.15 — Une famille de groupes de Lie réels au-dessus de B est la donnée d'une 
fihration en tores réels p : X ^ B et de trois morphismes de variétés différentielles : B ^ X 
(unité) section de p, m : X x ^ X ^ X (multiplication) compatible avec les projections sur B, 
i : G ^ G (inverse) tel que poi = p, de sorte que le quadruplet {p,0,m,i) définit un objet en 
groupes dans la catégorie des variétés différentielles au-dessus de B. On note que p étant une 
fibration, le produit fibré X X dans la catégorie des variétés différentielles est bien défini. Si 
les fibres de p sont des tores réels, on dit que {p, 0, m, i) est une famille de tores réels au-dessus 
de B. 

On a une notion évidente de morphisme entre familles de groupes de Lie réels au-dessus de B. 
On note Lie/B la catégorie des familles de groupes de Lie réels au-dessus de B. 

Soit r un système local de groupes abéliens libres de rang fini au-dessus de B. Il existe une 
construction classique qui permet d'associer au faisceau de OB-modules localement libres T i^Ob 
un fibré vectoriel au-dessus de B que l'on note E{T) dont la fibre au-dessus de b £ B est {Ti,)^ et 
tel que le faisceau des sections de EÇT) est F (g) O^. 

Fait 3.16 — On peut, de manière analogue, construire à partir de T une famille de tores réels 
au-dessus de B, notée p: E(T)/T B, dont la fibre au-dessus de b G B est (Th)^/Th. Par 
construction E(r)/T se trouve être muni d'un morphisme canonique 

q:E{T)^E{T)/T 

dans Lie/B Qui est universel, i.e. pour tout morphisme r: E{T) X dans Lie/B t^l Que T est un 
sous-faisceau du faisceau des sections du noyau de r, il existe un unique morphisme r: E{T)/T — > 
X dans Lie/B que r op = r. De plus, on a une décomposition canonique du fibré tangent de 
E{T)/T : 

TE{T)/T =p*E{T) ®p*TB. 

En fait, toute famille de tores réels au-dessus de B est isomorphe à une famille de tores réels 
au-dessus de B ainsi construite. Soit (p: X ^ B,0, m, i) une famille de tores réels au-dessus de B. 
L'exponentielle fibre à fibre définit une application différentielle exp: 0*TX^b ^ X où TX^b ^st 
le noyau de Tp: TX —>■ TB. Le faisceau des sections du noyau de exp s'identifie à F := (iî^p^Z)^. 
Le faisceau des sections de 0*TX/b est donc canoniquement isomorphe à F (g)^ Ob- Ainsi, en 
factorisant par q: E(T) — > E{T)/T, on en déduit un morphisme ëxp: TE{T)/T — > X dans Lie/B 
qui est un isomorphisme. En effet, c'est un isomorphisme sur les fibres au-dessus de B. On obtient 
donc une décomposition canonique du fibré tangent de X 

TX =p*E(T) ®p*TB. 
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3.3.2 Description de Cog^ 



La variété différentielle 7r°° : A°° au-dessus de S°° est munie d'une structure de famille de tores 
réels au-dessus de 5"°° héritée des lois de structure du schéma abélien A/ S. On note F le système 
local [R^lfLY sur S°° et simplement E le fibré vectoriel réel E{T) sur S°° . On remarque qu'avec 
les notations introduites, on a = Tq. 

Le morphisme d: Exty^j:^jy,^^^j(Q(0), tt*?-^) 'Ej\iàysHM(s){'^) la Proposition 13.111 a été 
construit en considérant la théorie des modules de Hodge mixtes. On peut, de façon analogue, 
construire un morphisme 

For{d)^: Ext^^(^)(R,7f*rM) ^ End^,(s)(rM) 

en se plaçant, cette f ois, au niveau topologique. On déduit de la Proposition 13.111 que le système 
local de M- vectoriels {Log^^'^)^ est caractérisé par 

ë*(Wi))M = et For{d)^{{Logi^))^) = Idr«. 

On a vu dans la partie précédente que l'exponentielle fibre à fibre induisait une décomposition 
du fibré tangent de A°° : TA'=^ = {tt°°)*E (7r~)*rB. On note u la 1-forme différentielle sur 
à valeurs dans {Tr°°)*E correspondant à la projection canonique de TA°° sur {tt°°)*E. 

Lemme 3.17 — Soit Vgm ^cl connexion de Gauss-Manin sur E. La forme v est fermée, i.e. 
^gm{^) = 0, et sa classe [u] dans H^{A,Tf*rK) vérifie For(9)iR([z^]) = Idr^. 

Démonstration — 



a) Pour la preuve de la première assertion, on renvoie le lecteur à [L, p. 216]. 

b) Pour la seconde, il suffit de vérifier l'identité sur les fibres. Les constructions étant foncto- 
rielles, on s'est ainsi ramené à prouver la relation dans le cas oii A est une variété abélienne. 
Dans ce cas, le morphisme For(9)R est donné par la composition : 

H^Â,Hi(Â,R)) = H^(Â,R) (S) Hi{Â,R) End{Hi(Â,R)). 

UJ ® c ^ {c' >-^< uj, c' > c) 

On fixe un isomorphisme A°° ~ M^'^/Z^^. On obtient alors des coordonnées et on exprime u 
relativement à celles-ci. On calcule For{d)M.i[i^]) à l'aide de la composition donnée ci-dessus 
pour établir For{d)u{[i^] = Idjj^^-j^^y 

□ 



On peut maintenant expliciter un fibré à connexion candidat pour représenter le système local 
{Cog^^^)^. On considère le fibré vectoriel E' := Oa°° © {'ïï^^YE muni de la connexion V"*^ : 

: Oa-©(^°°)*^ Vt\^®n\^(^{Ti^yE. 
{f,g0h) ^ {df,dg®h + fv) 

La connexion est plate {v est fermée). Le faisceau E := Ker(V"'^) est donc un système local. 
On a une suite exacte de fibrés vectoriels munis de connexions : 

^ ((7r-)*i?,VGA/) ^ {OA^®{TT^rEM) ^ ^ 0, 

g (g) /i 1-^ {O,g0h) 

(/, 9^ h) ^ f 

où Vgm désigne la connexion de Gauss-Manin. Celle-ci correspond à une suite exacte de systèmes 
locaux W*H ^ E — > R — > dont la classe dans Ext;^j^^^^(M, 7f*rR) est notée [E]. 
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Proposition 3.18 On a les identités suivantes : 

ë*([E]) = et For{dMm) = Idr^ 



i.e. E = {CogWh. 

Démonstration — La première identité est évidente. Pour démontrer la deuxième, on utilise la 
résolution de E construite à partir de (£'', V^) pour expliciter [E] G {A,Tr*rTs.) : 



(7r°°)*^- 



^E 



0. 
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Alors j ^ p ^ i (1) est dans Ker(ci^) et sa classe dans H^{A,7r*TK) coïncide avec [E] E 
H'^(A,W*Tm.)- Or j-^ p-'^ i (1) = ly. On conclut à l'aide du LemmeEIIl 



□ 



Après avoir obtenu cette description de {Cog^^^)^., on étudie Cog^. Tout d'abord, V-^ sur E' 
induit une connexion V" sur Sym"iï", pour n € N*. 



Soit Un - Sym"(7r°°)*-B — > (Sym""'"^(7r°°)*-E') © ^\oa, n > 0, définie comme étant la composée : 
On introduit alors le pro-fibré à connexion 



mult(i^Id 

Sym"(7r~)*S (Sym"(^°°)*^) ® (tt^YE (g) ^ (Sym"+i(^~)*^) © fi^. 



V) := n Sym"(vr-)*ii;, HiV^cM + 



,n>0 



n>0 



connexion de Gauss-Manin sur Sym"(7r°°)*iï'. 
Soit / G N-^. On remarque que le sous-fibré vectoriel Wi := Sym^(7r°°)*iï' est stable par 

k>l+l 

V et on définit : 

{Gi, V/) le fibré à connexion plate quotient {Q, V)/Wi, 

Pi la projection canonique {G,V) {Gi,Vi), 
pi+i^i la projection canonique {Gi+i,Vi+i) (Gi, V;). 

On remarque que les morphismes pi induisent un morphisme de pro-fibrés vectoriels à connexions 
plates 

p: {G,V) ^lim{Gi,Vi) 

qui est un isomorphisme (les morphismes de transition de l'objet de droite sont les morphismes 
Pl+i,i)- 
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Proposition 3.19 — // existe une famille d'isomorphismes de fibrés vectoriels à connexions 
plates {On'- {Qni^n) — > {Synf' E\V^))nen Qui induit un isomorphisme de pro-fibrés vectoriels 
à connexions : 

9: {Ç,V) = lim (a„, V„) ^ lim {SymI'E' ,V''). 

n>l n>l 

Et donc, le noyau de V s'identifie à Cog^. 

Démonstration — On commence par remarquer que la dernière assertion se déduit de l'existence 
d'un tel isomorphisme 6 et de la Proposition 13.181 

D'une part, Gn = © Sym'' {tt°°)* E et d'autre part, on a un isomorphisme naturel de fibrés 

0<A;<n 

vectoriels : 

Tpn : Sym''{TT°°)*E Sym^{OA--®{T^^YE). 

0<k<n 

[hi(g) ..(g)hk] ^ [1 (g) .. (g) 1 (g) /il .. /ifc] 

Pour n >2, ipn n'est ni compatible avec les morphismes de transition, ni compatible avec les 
connexions. On corrige ce défaut à l'aide d'un automorphisme a„ de Sym'^(7r*'H ® Oa°°) 

0<k<n 

défini facteur par facteur par une homothétie de rapport 

:= 7 -TT7, n G N, < k < n. 

{n-k)l -, - - 

non nul. Si on pose maintenant pour tout n > 0, 6n := ^'"ocin) on vérifie que la famille {On)n>o 
bien une famille d'isomorphismes de fibrés vectoriels à connexions compatibles avec les morphismes 
de transitions. Ainsi, elle induit un isomorphisme 

6: {g,V) = lim V„) ^ lim (Sym"^', V"). 
n>l n>l 

□ 

3.4 Propriétés du logarithme d'un schéma abéhen 

On rappelle que H désigne {R^ir^Qy G Ob{VSHM{A)). 

3.4.1 Gradués par le poids 

Puisque l'on dispose d'une suite exacte canonique 

^ Tr*n Cog^^^ Q(0) ^ 0, 

on a une identification naturelle entre le gradué par le poids de Cog^^^ est Q(0) © TT*7i. De cette 
propriété et de l'isomorphisme Cog = lim Sym"' Cog^^^ , oii les morphismes de transition dans le 

■n>l 

membre de droite sont induits par e^-^\ on déduit que 

Gr^Cog= © Sym 7r*?^. 

n>0 

3.4.2 Principe de scindage pour la section unité 

On a vu que e*Log^^'^ = q{0)®n (cf. Proposition EU]). À nouveau en utilisant l'isomorphisme 
canonique Cog = lim Sym^ Cog^^^ , on montre que 

e*Cog = W Sym"7^. 

n>0 
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3.4.3 Principe de scindage pour une section de torsion 

Soit X : S ^ A une section de A^-torsion. Soit [N] : A ^ A l'isogénie donnée par la multiplica- 
tion par A^. On applique [A*"]* à la suite exacte 

^ 7r*n Cog^ Q(0) ^ 

pour obtenir une suite exacte 

^ 7r*n = [N]*TT*n [N]*Cog'^ Q(0) ^ 

dont on note [[A^]*£og^] la classe dans Extyç.^jy^^^-^{Q{0),iT*H). De e*[Cog^] = et d[Cog^ = Un, 
on déduit e*[[N]*Cog^] = et d[[N]*Cog^] = Un- Par conséquent, [[N]*Cog^] = [Cog^] (cf. 
Proposition I3.1ip et donc [N]*Cog^ = Cog^. Ainsi 

[N]*£og = Cog{= lim Sym^^o^^^)). 
Proposition 3.20 [W, Ill-Prop 6.1] - x*Cog = U Sym^H. 

k>0 

Démonstration — x*Cog = x*[N]*Cog = e*Cog = SymJ^H (cf. partie [332]) • 

A;>0 

□ 

3.5 Images directes supérieures du logarithme 
Théorème 3.21 - 

a) On a H'^7r^,Cog{d) = si k 2d. Le morphisme Cog{d) Q{d) induit par e: Cog — > Q(0) 
induit le morphisme 

H^'^Tr,£og{d) ^ H^'^nMd) = Q(0). 
Ce dernier est un isomorphisme. 

b) Des deux identités e*Cog = Sym^Ti (cf. partie \3'.4-^ et é Cog{d) = e* Cog[—2d], 

on déduit que H^è Cog{d) = 0, si k ^ 2d et H'^^e' Cog{d) = Sym^Ti. Cette propriété, a) 
et la suite exacte longue de cohomologie associée au triangle distingué : 
e'Cogid) ■K^Cog{d) {7ru)*Cog{d)u e Cog{d)[l] 
donnent H^{Tïu)^Cogu{d) = si k ^ 2d — 1 et une suite exacte courte : 

^ H^'^-^{TTu)*Cog{d)u H^'^e-Cog{d) H'^\^Cog{d) 0. 
On vérifie que celle-ci s'insère dans le diagramme commutatif suivant : 

. H^'^-\^u)Xog{d)u ^ ,n Sym^n ^^^^ ^ 

a) 

^ H'^^-^{T:u)Xog{d)u ^ H^'^éCog{d) ^ H^'^TT^Cog{d) ^ 
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La factorisation canonique de p' à travers Syrr^Ti ^ Sym^Ti donne le morph: 

k>0 k>0 

résidu 

p : H^''~\7:u)*Cogid)u ^ J] ^^"^""^ 

A;>0 

qui est un isomorphisme. 
Démonstration — Pour a), on renvoie à [W, I-Cor 4.4], [W, III-Thm 1.3] ou [Ki, Prop 1.1.3]. 



isnie 



□ 



4 Le polylogarithme d'un schéma abélien 

4.1 Définition du polylogarithme d'un schéma abélien 

Les propriétés du logarithme énoncées dans la partie lÏÏ^ ont des analogues topologiques évidents, 
e.g. R^{Wïj)^:Cogu{d) = pour tout i ^ 2d— 1 et le morphisme résidu R'^'^~^(TTÎj)^Cogu{d) ë*Cog 

oo 

induit un isomorphisme p: R^'^^^ {TTu)*j0.ogu (d) —>■ Y[ Sym^Ti. 

n=l 

On définit deux isomorphismes k et 7t par le diagramme commutatif, noté Vi, suivant. 



^^^MHMiu)(^u'^^ ^ogu{d)) 



For 



(adjonction) 



rË,,e^-^^^{WU*H,Cogu{d)) 



^^^MHM{S)('^^ M*^ogu{d)) 



Ext^o75) Rnî./:ogu{d)) 



Thn KTH 

For 



RomMHM{s)iKH''^-\7ru).Coguid))-^Rom:^^(^S)iKR''''-^W*Cogu{d^ 



■RomMHMiS)in, n Sym"H) 

n=l 



(prop. d) de Cog) 

For 



P* 



Hom^^(5)(W, n Sym"?^) 

71=1 



La commutativité du centre de ce diagramme résulte de la compatibilité du formalisme des 6 
foncteurs de D^MHM{-) et de celui de -Dc(') 1^ foncteur For, e.g. For o = Rf^ o For pour / 
un morphisme entre schémas de type fini, séparés sur C. On remarque que le but de k s'identifie 
naturellement à Homy5j:^^/(5)(7Y, 'K) (cf. pleine fidélité de ls et poids). 



Définition 4.1 — Le polylogarithme du schéma abélien A/S, noté Vol, est défini par 



d-l 
'MHM{U) 



[nljUXoguid)) 9 Vol := K-\Ldn). 
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4.2 Propriétés du polylogarithme d'un schéma abélien 

4.2.1 Description complète dans le cas elliptique (d = 1) 

Pour tout V, W G Ob{VSHM{U)), le foncteur ljj induit un isomorphisme (cf. remarque suivant 
le Théorème 3.27 de [SJ) 

ExtUM(c/)(V, W) ^ Exti.5^,,(f,)(V, W). 

Le polylogarithme est une 1-extension dans VSHM{U) dont une description complète a été donnée 
par Beilinson et Levin dans [BLt 4.8]. On peut également consulter le théorème |Wt V-Thm 3.4] 
et sa preuve. 

4.2.2 Sur une description en dimensions supérieures [d > 2) 

On démontre que le polylogarithme n'est pas dans l'image du morphisme 
E<5HM(f/)(^^^^>^05j/(d)) ^ Ext^-\,(^)(^^7^,/:o<7f/(d)) 
induit par ls (cf. [W, III-Thm 2.3 b)]). 



4.2.3 Rigidité du polylogarithme d'un schéma abélien 

Lemme 4.2 — L'application For: Ext^j^j'^j^j^^jj^{TT^H, Coguid)) Ext^~^jjj{7rîj*H, Coguid)) est 



injective et For{Vol) est caractérisé par 

K{For{Vol)) = Id^. 



Démonstration — C'est une conséquence de la commutativité du diagramme Di et de la définition 
de Vol. 

□ 



On a mentionné au début de la partie 14.11 que les propriétés du logarithme (cf. partie [33 
admettent des analogues topologiques. On a alors donné un exemple en considérant des coeffi- 
cients rationnels. En fait, ces propriétés au niveau topologique peuvent également se démontrer 
en considérant des coefficients complexes et on a des résultats de compatibilités par extension des 
scalaires de Q à C. Par exemple, R^{Wï/)^:Cogi/{d)c = pour tout i 2d—l et le morphisme résidu 



R (7rc/)*£og(7(d)j^ —> e*£ogc induit un isomorphisme Pc : iî {■7Tu)*jOoguid)ç, ^ Y\ Sym"'H£. 

n=l 

On définit un morphisme kq par le diagramme commutatif, noté 1^2, suivant 



■ E^t^^-l^{WU*n,£ogu{d)) 



E^t^^-Un,R^,Coguid)) 



■E^t^^-l^^{WU*nc,Cogu{d)i 



(adjonction) 



■ Ext^^-lJHc, RïïU,Cogu{d)^ 



(prop. du log.) 

Hom^Q(5.)(W, R^'^-^Tïlf^Cogu{d)) ^ Hom^j,(5)(Hc, R^'^-^Wj*Cogu{d)^ 

{'Pc)* 



Hom^^(5)(7^, n Sym"W)c 



n=l 



Hom^ .S)(Wc, n Sym-Wc) 



n=l 
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dans lequel les flèches horizontales sont induites par l'extension des scalaires de Q à C. 



Lemme 4.3 - L'extension For{Vol) G Ex&'^IjAWj*^-, Cogu{d)) Ç Ex&~,}jAn}*'H<c, Cogu{d)^ 



est caractérisée par 

Kc{For{Vol)) = Id^^. 



Démonstration — L'inclusion 'Ejy±^^^jj^{'Ku*l-L, Cogu{d)) Ç ^yii^^f^^^{Tïu*T-Lc, Cogu{d)^) résulte 
de la commutativité du diagramme T>2 et de la caractérisation du Lemme 14.21 



□ 

4.3 Description du polylogarithme d'un schéma abélien au niveau topologique 

L'objectif de cette partie est de démontrer que les courants définis par Levin dans [L] permettent 
de décrire 

For(PoO G ^^i^^-f^^{WJJ*n,Cogu{d)) Ç ^^e^-^^^{Wj*nc, Cogu{d)^). 
On démontre ainsi un résultat qui avait été conjecturé par Levin. 

4.3.1 Equation différentielle et polylogarithme 

On considère le complexe de de Rham des courants sur à valeurs dans le pro-fibré vecto- 



riel G{d)c (cf. partieEZD, {A'{g{d)c) ■= U {{Sym"7r*n){d)^) A\^,Vl). C'est une résolution 

n=0 

7f*-acyclique de {Cog{d))c. 



Notation 4.4 - Soit f : ttu*'Hc A'^'^~^{Ç{d)c)\îf un morphisme tel que {V'^ o / = 0. Le 



diagramme 



^ vr(7*7Yc ■ 

/ 



(Vc) 



{g{d)c\û — ^ ^ A^'-\G{d)c\û ^'A^\G{d)c 

qi. 



{£ogu{d))c 



définit un élément de Hom£)bçjr^çij-^^{7rij*Hc, {J~-ogu{d))c['^d — 1]) que l'on note M{f). 

Théorème 4.5 — Soit f : iT*7ic ~^ A'^,Z^{Q{d)c) un morphisme dans J^ci^) vérifiant la pro- 
priété (P) suivante : 

(P) V^^-^of = {2'Ktfôs^Id^^, 

où S°° est vue comme une sous-variété fermée de j4°° via e°°. Alors, on a : 



1. Vf^-i 0/^ = 0. 



2. M{f^jj) = Vol 
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Notations 4.6 Pour (i?,V) un fibré vectoriel réel à connexion plate et f : {Eij'Vi) — > (£2,^2) 
un morphisme de fibrés vectoriels réels à connexions plates, on note : 

E° le système local Ker{V), 

f° le morphisme de systèmes locaux induit par f entre El et £'2- 
Démonstration — 

1. C'est une conséquence immédiate de la propriété (P). 

2. D'après le Lemme [4.3^ il suffit de démontrer l'assertion suivante 

(^1) 7îc(M(/|^))=Jd^^, 

ce que l'on fait ci-dessous. 

a) On commence par réduire le calcul de kc(M(/|jj)) dans lequel interviennent des courants 
à valeurs dans un pro- fibré vectoriel G{d)ic à plusieurs calculs ne mettant en jeu que des 
courants à valeurs dans des fibrés vectoriels (les fibrés Gi{d)(c, tronqués de Q{d)c). On 
rappelle que le morphisme kc est donné par la composition 

oh 

adj: Rom^b-fT^f^u^iTrljn^, Cogu{d)c[2d - 1]) 'Romijtjr^(^s)i'^c, R{nj)*^ogu{d)c[2d - 1]) 
est l'isomorphisme d'adjonction, 

i/O: îiomjjt^^çs)C>ïc,R{nj)*jOogu{d)c[2d - 1]) ^ Hom^^ (5) {Hc , R^'^~ ' {Wj)*J^ogu (d) c ) , 

p^: E?'^~^ijrîj)^fCogu{d)i^ —>■ ë*Cog£ est un morphisme de bord qui apparaît dans la suite 
exacte longue de cohomologie locale associée à la situation géométrique suivante : 

avec comme coefficient le pro-système local Cog{d)^. 

Pour prouver la relation 7îc(M(/|^)) = Id^^, il suffit de démontrer que pour tout l G N-^, 
l'assertion suivante est valide : 

(4) 4(M^((pFo/)^)) = /d^^, 

Oll 

l 

4: Hom^i^ ,^)(7r;)?^j,,(Çf)jj(d)c[2d-l]) ^ë*(gf)c = Il Sym'^Wc est défini de manière 

k=l 

analogue à kc en prenant cette fois Gf{d)c comme coefficient, 

M''{{pf o f)jj) est défini de manière analogue à M(/|^) en considérant Gi{d)c comme 
coefficient (cf. ci-dessous), 

pf: A'^c^^{G{d)c) A'^:Z^{Gi{d)c) est le morphisme obtenu en poussant les {2d — 1)- 
courants sur à valeurs dans G{d)c à l'aide du morphisme pi dans la partie 3.3.2. 
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On fixe l G N-^ pour la suite de la démonstration. Puisque / vérifie la propriété (P), pfof 
vérifie la propriété suivante : 

et en particulier (V^''"^ op'^o f)^ = 0, ce qui implique que M'((p^ o /)^) est bien défini. 

b) L'assertion (A^ est de nature locale. Soient s G ^(C) et V un voisinage ouvert connexe 
et simplement connexe de s dans S{C). On souhaite décrire le morptiisme 

-K'c{M\{p'iof)jj))v: T{vMc)-^nyMc). 

On introduit, pour ce faire, la notation suivante. Soient X une variété algébrique com- 
plexe, F une sous- variété algébrique fermée de codimension pure d, i: F ^ X l'immersion 
fermée correspondante et V un (pro-)système local de M-vectoriels sur X. Alors on a une 
identification canonique fV = i V{—d)[—2d]. Soient F' un ouvert de F et X' un ouvert 
de X contenant F'. On note 

p{F',X',Y): H^''-\X'\F',Y{d)c) ^ //=^^(F',îV(d)c) = r(F',rVc) 
le morphisme de bord qui apparaît dans la suite exacte longue de cohomologie locale. 

Le K[^{M\{pf o f)jj))v est donné par la composition suivante : 

riv,nc) 
r(7f-i(F),^c) 

(PÎ°fh-l(V) 

{ceT{w-Hv),A'^-\{gi{d))c)) : (v^'^-Hc))|^-i(^)\^ = 0} 
H^''-\w-Hv)\v,{g!{d))c)) 

n Sym^r(y,Hc). 

A;=0 

Pour démontrer localement en s l'assertion (^2), il suffit donc de prouver que : 

(4) pour tout h G T{V,nc), c G FiW-^V), A^^-\giid)c)) tel que 
Vf'^-Hc) = {2nir ôv h, on a p{V,W-HV) , gm(^\^-Hv)\v]) = h- 

c) On explique maintenant comment passer du coefficient g^ au coefficient trivial M. Le 
morphisme p{V,W~^{V),gi) étant un morphisme de bord dans une suite exacte de coho- 
mologie locale, on peut remplacer lr~^{V) par un voisinage ouvert de V dans A. Soit W 
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un voisinage ouvert de e(s) dans A sur lequel le fibre vectoriel réel à connexion intégrable 

i 

{Gi,'^i) est isomorphe au fibre trivial de fibre Y[ Syni'^r(l/, 'Hu) muni de la connexion de 

k=o _ 
Gauss-Manin. Quitte à remplacer V par un voisinage ouvert de s dans S qui est connexe 
et simplement connexe, on peut supposer que V Ç W. On est ainsi ramené au cas oii le 
coefficient est trivial, i.e. il suffit de démontrer que : 

(A4) pour tout c G r{W,A^^~'^{R{d)c)) tel que de = {2mY ôy, on a 

p(y,w,m[c\w\v]) = i- 

d) Compte-tenu du caractère local de l'assertion (A4) et de la structure locale des immersions 
fermées en géométrie analytique, il suffit, modulo l'application d'un biholomorphisme, de 
démontrer l'assertion (A4) dans la situation géométrique suivante : 



i) V est une boule ouverte de C" contenant (n G N). 

ii) s = G y. 

iii) W = V X B{0, 1) 011 B{0, 1) est la boule ouverte de centrée en et de rayon 1. 

iv) L'immersion fermée e°° : V ^ V x B{0, 1) est donnée par v 1— > {v, 0). 

On se place désormais dans ce contexte géométrique. On souhaite maintenant réduire la 
démonstration de l'assertion (A4) à la preuve d'un cas particulier de celle-ci : V = {0}, 
W = B(0,1) et c est le courant associé à la forme de Bochner-Martinelli dont on rappelle 
succinctement la construction. On donne également l'équation différentielle que satisfait 
ce courant. 

Soit 13 la {2d - l)-forme différentielle sur B{0, 1) \ {0} 

(3 := F*K, 

où K désigne le noyau de Bochner-Martinelli et F est l'application de -6(0, 1) \ {0} dans 
X C"' définie par F{z) = {2z, z) pour z G B{0, 1) \ {0} (cf. [GHl p. 371 et 655]). Alors 
df3 = et les coefficients de (3 sont localement L^. Ainsi, /3 définit un courant sur -6(0, 1) 
que l'on note /3. La dérivée de ce courant vérifie dp = Ôq (cf. [GÎT, p. 371 et 372]). 

On introduit alors l'assertion suivante 

(As) p({0},i3(0,l),M)((27ri)'^/3) = 1. 

et on démontre que celle-ci implique (A4). 

On suppose l'assertion (A5) vérifiée et on fixe c G T{V x B , A^^o^^ (R{d)c)) tel que de = 
{2mY àv- 

• Soit pr:Vx i3(0, 1) -6(0,1) la projection canonique. On remarque, en considérant 
l'expression en coordonnées de (3 que tous les coefficients de {j)r\^^^^'^)\{'^^y j3 sont L^. La 
forme différentielle (prl^(0'^)\-t°>)*/3 définit donc un courant que l'on note pr*(3. (L'exis- 
tence d'un pullback n'est pas assurée pour les courants en général et c'est cette propriété 
d'extension de la forme (^pr^^^^'^^^^^^)* p en un courant défini sur W qui explique, entre 
autre, la considération de f3. Une autre motivation est la formule de Bochner-Martinelli 
utilisée ci-après.) D'autre part, on vérifie, à l'aide de l'équation dp = Ôq que le courant 
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pr*P satisfait l'équation : 

(*) dpr*j3 = ôy. 

Comme piV, W, M) est le morphisme bord d'une suite exacte longue de cohomologie 
locale et de = {2'Ki)'^d pr* f] (d'après (*)), on a 

piV,W,M){[c^w\v]) = p{V,W,R)m^ifipr*^)\w\v]) 

= (27ri)^p(y,W,R)([prl^(0,i)\{0})*^])^ 

Il suffit donc de considérer le cas particulier c = {2'KiYpr* (i pour démontrer {Ai). 
On considère le diagramme suivant : 

V^^—^V y. 5(0,1) 



{0}c ^-6(0,1) 

^ J (e°°)o ^ ' ' 

dans lequel les morphismes i, i' et (e°°)o sont définis par 

i(0) = 0, V6 € 5(0,1) i'(6) = (0,6) et (e°°)o(0) = 0. 
On vérifie que l'on a la relation suivante : 

p{V,W,m{pr\Bi,^)\{o}yP]) = p({0},5(0,l),M)((^|^(ol)\{o})n(^^^"'^°''^^^°^)*/3]) 

= p({0},5(0,l),M)([(ij^(o_,)^^o})*(P'-"'^°''^^^°^)*/3]) 
= p({0}, 5(0,1) 



La preuve de l'implication (A^) =^ (^4) est ainsi achevée, 
e) Il reste donc à démontrer l'assertion (A5). D'après [I, V.7], on a : 



p({0},5(0,l),M)([/3]) = (27ri)-^ / /3|OB(o,r), 

JdB{0,r) 

OÙ 5(0, r) est la boule de centrée en et de rayon r G ]0, 1[. L'assertion (A5) est alors 
conséquence de la formule de Bochner-Martinelli (cf. [GH, p. 372]) : 

P\aB{0,r) = 1- 

dB{0,r) 

□ 

4.3.2 Les courants de Levin 

Soit oj une polarisation du schéma abélien vr: A ^ S. Dans [L], Levin définit, à partir de uj, des 
séries de formes différentielles sur A'^ à valeurs dans Sym"~^(0^oo (g) 7r*'Hc)i notées g'^ {a € N*). 
On précise ci-dessous en quel sens ces séries convergent et on donne des indications quant à la 
manière d'établir ces résultats de convergence. 
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• Pour a > 2d, g'^ converge uniformément vers une forme différentielle sur . 

En effet, comme il s'agit d'une assertion de nature locale, on peut supposer que S est un 
ouvert de et que {tt: A — > 5, w) est un pullback de la famille universelle de variétés 
abéliennes polarisée considérée par Levin (cf. [Lj 2.3]), en modifiant éventuellement la pola- 
risation qu'il introduit, de manière à tenir compte du type de la polarisation uj. Dans ce cas, 
on dispose de coordonnées globales et d'une formule "explicite" pour g'^. On montre alors la 
convergence de 5^ en utilisant que la série numérique 

E (-? + ••• +^Lr/' 

ni+-+n2deZ2'i\{0} 

converge si a > 2d. 

• Pour a < 2d, 5^, vues comme séries de courants, convergent au sens des courants (cf. partie 
ÏÏM- 

Pour le voir, l'énoncé étant local, on peut procéder comme ci-dessus pour obtenir une for- 
mule "explicite" de g'^. On applique alors un opérateur de Laplace (associé aux coordonnées 
verticales), éventuellement plusieurs fois, à des séries de formes différentielles convergeant 
uniformément (dont la convergence peut s'établir comme celle des séries (7^ pour a > 2d) 
pour obtenir g'^ et conclure. La démonstration est analogue à celle de [Xl Thm 3 1.3]. 

À l'aide de ces séries, il construit un morphisme V^v '■ 7f*7^c A'^'^~^{G{d)c) (cf. [L, Thm 3.4.4]). 
Pour une expression explicite de Vuj, dans le cas oir le schéma abélien est une famille modulaire 
de Siegel (resp. Hilbert-Blumenthal) , on peut consulter [Ll 2.3] (resp. [B]). Levin démontre que 
Vuj vérifie la propriété (P) du théorème précédent [Ll Thm 3.4.4] et conjecture que ce morphisme 
décrit Vol. Du Théorème 14.51 on déduit une preuve de cette conjecture. Précisément, on a le 
corollaire suivant. 



Corollaire 4.7 — Soit uj une polarisation du schéma abélien A/ S. Le morphisme V^j de Levin 
décrit le poly logarithme au niveau topologique, i.e. M[{Vu})^) = For (Vol). For[Vol) coïncide 

donc avec l'élément de Homi)b(^jr^^(^ijj-^(Wîj*Ti.c, {Cogu{d))£[2d—l]) défini par le diagramme suivant : 



(Vc)n 



A'^-\g{d)i 



>\û 



A''\gid)c) 



qts 



{£ogu{d))c 



On termine cette partie avec un résultat concernant la lissité des courants de Levin. 

Proposition 4.8 (Levin) — Pour tout ouvert V de U, tout h € T{V,W*7ic), le courant le courant 
Vu]{h) est lisse sur V . 

Démonstration — L'assertion se déduit de [0 Proposition 3.4.2] et de la Proposition A2.1 de 
l'appendice. □ 
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5 Les classes d'Eisenstein d'un schéma abélien 



Soit x: S ^ A une section de torsion et soit / E N. On définit deux applications vall^. et vali^ 
par le diagramme commutatif (cf. compatibilité des formalismes des 6 foncteurs au niveau des 
modules de Hodge et au niveau topologique via le foncteur For) suivant noté P3. 



r 



vali. 



Ext^™(f/)(^^^'^05c/(d)) 



For 



(cf. partie [370)l 



"MHM(S) 



n=0 



(dualité) 



Extj?-^)(H, n (Sym"W)(d)) 



n=0 



Ext 



2d-l 
MHM{S) 



n (Sym"?^) ^ ^ Hli^^liS, U {Sym^H) 

n=0 



n=0 

pn+i 



pn+i 



Ext^]fV/(5)(Û(0), (Sym'+i?^) ® ^br^ i/^d-i^^^ (Sym'+^T^) (g, 7^^) 



contraction 



ExtimM(5)(û(0),(Sym'7^)(û!)) 



For 



contraction 



i/2^,-H5,(Sym'W)(d)) 



Définition 5.1 — L'extension val^^{Vol) est appelée l-ième classe d'Eisenstein du schéma abélien 



n: A ^ S associée à x et notée Sis}^.. 



Remarque 5.2 — D'après un théorème de Kings, Sis''^ est d'origine motivique (voir JKH]). 



L'application vall^ a un analogue pour des coefficients complexes que l'on définit par le dia- 
gramme commutatif suivant noté X'4 . 



Ext^^-^^)(7r^W,£o<7j/(d)) 



(cf. partie [STOt 



Ext^JJW, n {Sym^HM) 



n=0 



(dualité) 



00 00 

T2d—l/n TT rc,r^rfT_/\ ^ n_/\/ f 7_r2d— l/c 



.Ext^-^i)(Wc, n (Sym"H)((i)c, 



n=0 



^Btti(^' n (Sym"?i)®WV(^))) ^H^'l^-liS, U {Sym-n)^®n^{d))^) 

n=0 n=0 



pri+i pri+i 



H^tûtiS, (Sym'+^W) n^{d))) H^tttliS, (Sym'+^?^)c ® n^{d)\ 



contraction 



contraction 



■<,-i(5,(Sym'?^)((i))^ 



Hli-liS,{Sym^n)id\ 
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dans lequel les flèches horizontales sont induites par l'extension des scalaires de Q à C. 

Remarque 5.3 — Etant donnée une polarisation uj du schéma abélien A/ S, on peut alors expli- 
citer 

For{£is',) G Hl^-^^(S, {Synin){d)) Ç {Sym'n){d)^) 

à l'aide de l'identité 

For{£isi) = (^MM{{V^)\-û)) 

qui se déduit du Corollaire \4- 7| et de la commutativité des diagrammes T)^ et î?4, dans le cas où 
l > 2d (cf. convergence des séries de Levin discutée dans la partie \4.3.2\ ). 

Dans [B], on effectue ce calcul pour le schéma abélien universel au-dessus d'une variété de 
Hilbert-Blumenthal. Le résultat est que, dans ce cas, For{£is^^) s'exprime à l'aide de séries 
d'Eisenstein-Kronecker et l'on démontre, en utilisant le Corollaire 14.71 que certaines classes d'Ei- 
senstein sont non nulles en établissant qu'elles dégénèrent au bord de la compactification de Baily- 
Borel de la base en des valeurs spéciales de fonctions L associées au corps de nombres totalement 
réel sous-jacent. 
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Appendix 

by 

Andrey Levin 

email : alevin@wave.sio.rssi.ru 



We prove a smoothness resuit for the polylogarithmic current defined in [L]. Essentially this is 
rather standard exercice in the Riemann method for analytic continuation of the C-function. 

Notations — For X a complex analytic variety, we dénote 

X°° the C°° differential variety associated to X, 
Ox°° the sheaf of real valued differentiable functions on X°°, 
rX°° the real tangent bundle of 

Al. Polylogarithmic currents 

Let 5" be a complex analytic variety and (ir: X —s- S,e: S — > B,u;) be a family of abelian 
varieties over S as defined in [L, 1.1.2], i.e. vr is a proper smooth morphism of complex analytic 
varieties of relative dimension d, Xs := '7r~^(s) is a d-dimensional complex torus for each s £ S, e 
is a section of vr and w is a (1, l)-cohomology class on X°^ such that the restriction to each Xg is 
a polarization for each s B. 

Let A be the dual of the local system M^vr^Z over S. Its stalk at s € 5 is Hi{X}j,'L) and it is 
equipped with a natural structure of variation of pure Hodge structures of type {(—1, 0), (0, —1)} 
over S. Thus the complex vector bundle Ti := Os^^ ® C has a canonical Hodge décomposition 

The polylogarithmic current is a {2d — 2)-current on X°^ with values in the complex vector 
bundle Sym'^vr*?^. In this part we recall the définition of thèse currents when S is simply 

fc>0 

connected. For arbitrary 5", the polylogarithmic currents can be obtained by gluing the objects 
resulting to the local construction we are going to explain. 

Al.l The fibrewise exponential map 

We have the following exact séquence of abelian groups over S : 

^ A ^ e*T(X°°/5~) -^^ X°°^0, (1) 

where T(X°°/5'°°) is the relative tangent bundle of vr: S°° and expxo°/s°° the fibre- 

wise exponential map. The monomorphism i induces an isomorphism i : A®Os°° — > e*T(X°°/S'°°). 
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Al. 2 C°°-trivialisation 

Assumption — Let S be simply connectée!. 

We fix a base point sq € S. Since S is simply connectée!, tliere exists a canonical isomorphism 
L : Agg ^ A, wtiere A^^ is the constant slieaf on S associated to A^g = Hi (ylsp , Z) . The isomorpliism 

io L i^ldogoc '■ O^oo — > e*T(X°°/5°°) of slieaves of locally free Ogoo-modules corresponds to 

a unique isomorpliism of vector bundles over 5°° which we also dénote i o Uogoo 

~ioi® Idoso. : X (A,o ® M) ^ e*T(X~/5°°). 

We observe that eyi]ixo°/s°° °{i ° i-® Mogoo) : x (A^g (g) M) — > induces (cf exact séquence 
([T])) an isomorpliism of familles of real tori over 5°° 

The tangent bundle of A^q ® M/A^q can be naturally identified with the trivial vector bundle 
(Agp (8>M/As„) X (Agf, (8) M). Thus we have a natural identification 

T(5°° X (A,o M/A,J) = prî T5~ x (A,„ ® M/A,J) x (A,„ ® R), (2) 

where pri is the canonical projection 5°° x (A^q (g)M/Asp) S°°. 

A 1.3 Polarisation form and symplectic pairings 

The (1, l)-form uj on X°° induces a pairing < -, • > : Ag^ A A^^ Z(l). Extending this pairing 
by linearity we get two other pairings 

(A,o (g) C) A {Aso (g) C) ^ C, and (A^^, (g> Ox-) A (A^^ (g) Ox-) ^ Cx- 

also denoted by the symbol < • , • > . 

We remark that the symplectic pairing < -, • > : (Asy(g)C) A(Asp(8)C) C, which corresponds to 
an élément in /\^ Homc(AsQ (8)C, C), induces a complex differentiable 2-form on 5°° x (As^ (8)M/Aso) 
(see ([2])) which corresponds to 2 Lp*uj (cf proof of the proposition 2.2.4 in fL]). 

Al. 4 Définition of the functions xx 

Let A'g^ be the 27ri-dual of A^^ with respect to < -, • >, i.e. 

A;^ := {A' G Aso C I < y, A >G 2TTiZ}, 
K be the index [A^^^ : A^p] and A G A'^^. We define a complex valued function xx on by 

X\{x) = exp(< X,pr2 o (p^'^{x) >) for ail x G X, 
where pr2 dénotes the natural projection S°° x (A^q (g) M/A^q) — > Ag^ (g) M/A^q. 
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Al. 5 Construction of vector fields 

The tangent map of ip induces an isomorphism (see dJ])) 

prl TS°^ (g) C e (5°° X (A,, (g) M/A,J) x (A,„ (g) C) ^ TA"^ ® C. 
Using this isomorphism we associate to each section of 

t~l(g)Idc»c>ooo 

H:=K®C® Os- = A,o ® C (g) Os^ (3) 
a complex vertical vector field on 

Convention — We can canonicahy associate to a section of Ti over S°° a section of tï*T-L over 
and a complex vertical vector field on X°° as explained before. Thèse three objects are 
denoted by the same symbol. For example, if A G A^^^ (viewed as a section of 7i over via 
(13])) and A = A^^''' + A*^'"^ is the décomposition of A with respect to the Hodge décomposition 
Ti. = H.^^'^ © TC^'^^, the convention holds for the sections A^^'^ and A^'^"*^ of Ti. 

Al. 6 Définition of the polylogarithmic current 

The polylogarithmic current is defined as g := {—^)"'9a,b where for each 

n>2 a,b>l, a+b=n 

a,b> 1 

(-1)' V- . . (AO.-i)a-i(A-i.O)^-i , 

À6A^j,\{0} ^ L j; 

Here ix-i,o (resp. iAO,-i) dénotes the contraction operator associated to the vector field A~^'° (resp. 
A*^'"^) and [A~^''^] is the Lie derative corresponding to the vector field A~^''^. Using the power séries 
expansion of (c - and the vanishing of [y-'^'^fu;'^ for k > 2d ^ Prop 3.2.2], we get 

9a,b-X. (a + b-l)\k\d\K ^ A-i.o,AO.-i »a+6+fc^A-l.o^AO,-l[A ]u;. 



_ fc 

— ■9a,b 

One can check that the définition of g does not dépend on the choice of the base point sq. 

A2. A smoothness resuit for the polylogarithmic current 

We keep the notations of the previous part. 

Proposition A2.1 — The restriction of the polylogarithmic current g over X°° \ e{S°°) is a 
smooth current. 

Proof — Since the smoothness is a local property we may assume that S is simply connected and 
there exists global coordinates xi, . . . , X2r on S°°, where r is the dimension of the complex analytic 
variety S. We fix a base point sq € S as in the part Al. Considering the définition of g recalled in 
the part Al we observe that it is enough to prove the smoothness of g^ j, over X'^\e{S°°) (a, b > 1, 
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< k < 2d). This is équivalent to prove the smoothness of f*gab on x (A^^ (g) M/A^q \ {0}). 
We observe that 'p*g'^ j, is an expression of the shape 

where x'x - x (A^g (g)R/As„) — > C is the smooth function dcfincd by x'x{s,u) = cxp(< X,u >) 
for ail {s,u) € S°° x (A^g M/Asq), Q is a positively definite quadratic form on the lattice A^^ 
and P is a homogeneous polynomial function of degree m on the lattice with values in some 
finitc-dimcnsional vcctor spacc (this space is tensor product of three spaces : the symmetric po- 
wer Sym'=(A,„ ®C), the spacc /\* Homc(Asg C, C) and the space /\* Span£;(dxi, . . . , dx2r)- The 
quadratic form and the polynomial are smooth functions on the base S°^. 

Consider the convergent for s G C such that » séries }C{Q, P, s) 



It converges uniformly with respect to the base. For rathcr big 5î(s) wc have the following expres- 

sion for the product T{s)IC{Q, P, s) of IC{Q, P, s) and the T-function (r(s) = / f~^e~^dt) : 

Jq 



r{s)JCiQ,p,s)= Yl XAr(^)7^=r E 



/•OO f'OO 

/ E x'xe-'^'^^^^'>PWt'-'dt= iQ{Q,P,u,t)-P{0)r-'dt, 

-'0 , V mi -'0 



AeA',o\{0} 



where e{Q,P,u,t) = exp(< A, u >)e"*('5W)p(A) for u G A^^ (8)M/Aso, t G M>°. 
AeA',„ 

We split the domain of intégration into two subdomains : from zéro to some nonzero constant 
A and from A to infinity. 

Over a compact subsct on the base we have a bound Q{X) > |Aj|^ where Aj arc coordinates 
of A with respect to some basis of A^^^ and C is some positive real number. Hence for t 3> one 
have an uniform with respect to the base S bound (&(Q, P,u,t) — P(0)) = 0{exp{—Kt)), so the 
intégral from ^ to oo converges for any s. 

The intégral from to A can be calculatcd via Poisson summation formula. We recall this 
formula in our context. Let vol be a volume form on A^g ^M. such that the covolume of A^g equals 
1. For a rapidly decreasing function / on A^g dénote by / its Fourier transform with respect to 
the pairing <•,•>: (A^g (g) M) A (A^g R) — > M(l) and the volume form vol : 



fip) = / f{x) exp(< x,p >)vola;, p G Asg 

JAsg(g>]R 



Then ^ /(A') = /(A). 
A'eA' AeA.g 
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Let h G iX)M and let u be the image of h under the natural projection A^^ (g)R Ago "^M/A^g. 

The value atp e Aso(8)R of the Fourier transform of the function exp(< x, h >) e^p{—tQ{x))P{x) 
in X G Agg (8) M is equal to 



TT^mscitQ)-'!' exp [-—Q^'ip + /i)J P{p) = t-VT)isc{Q)''/' exp + h)j P(p), 

where Disc dénotes the discriminant of the quadratic form with respect to the volume form vol, 
is the dual (with respect to the pairing <•,•>) to Q quadratic form and P is some polynomial 
of the same degree as P. 

We dénote the sum ^ ^'^i^''^'' ^^'^^^'^ P{X) (which dépends only on u) by è{Q^,P,u,t). 

Then from the Poisson summation formula we get 

e(Q, P, u, t) = i- VDisc(Q)-V2ê(QV^ p „^ ^-1) 

Hence 

pA pA pA 

/ {e{Q,P,u,t) - P{0))f-^dt = 7r'^Disc(Q)-^/M r'^èiQ'^ ,P,u,t~^)f-^dt - P{0) f'^dt 
Jo Jo Jo 

pco 1 

= 7r''Disc(Q)-V2 / Q{Q'^ ^p^u,x)x'^-'-^dx - P{Q)-t'\^ . 

Ja-^ s 

For X » one has an uniform with respect to the base S and u ^ bound 9((5^, P, u, x) = 
0{exp(—Kx)). So the first summand convergent intégral is a smooth function in n 7^ for any s. 
The second —P{0)A^ /s vanishes as P is homogeneous. This finishes the proof of the smoothness 
of the polylogarithmic currents. 

□ 
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